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Abstract
L’article analyse la gestion annuelle des barrages hydroe´lectriques quand les apports
naturels en eau suivent des cycles pre´visibles. Nous montrons que dans ce cadre la re`gle
de Hotelling s’applique par intermittence. En effet, de`s lors qu’un stock est constitue´
sans que les contraintes de capacite´ soient liantes, il est possible de re´aliser des arbitrages
intertemporels semblables a` ceux de la gestion d’une ressource non-renouvelable, donc
la valeur de l’eau croˆıt au taux de l’inte´reˆt. En revanche, quand la ressource en eau
est si rare qu’on ne peut compter que sur les apports instantane´s ou, au contraire, trop
abondante compte tenu des capacite´s du re´servoir de sorte qu’il faut re´aliser des laˆchures
improductives, la re`gle d’arbitrage de Hotelling ne s’applique plus. Nous expliquons
aussi l’importance des contraintes de turbinage qui, quand elles sont liantes, donnent a`
l’e´lectricite´ produite une valeur supe´rieure a` celle de l’eau qui sert a` la produire.
Codes JEL: Q25, Q42, C61, L94
Mots-cle´s: resource renouvelable, cycle de pre´le`vements, re`gle de Hotelling, hy-
droe´lectricite´, barrages
1 Introduction
1.1 L’hydroe´lectricite´ dans le mix e´nerge´tique1
L’hydroe´lectricite´ pre´sente plusieurs avantages qui en font un outil privile´gie´ de l’e´quilibrage
d’un syste`me e´lectrique. Son premier avantage est qu’une partie des apports en eau est
soumise a` un double stockage. En amont, un apport sous forme de neige en pe´riode de
basse tempe´rature est stocke´ a` couˆt nul dans la nature, puis relaˆche´ progressivement au
fur et a` mesure que la tempe´rature augmente. En aval, le syste`me de stockage dans les
barrages, est alimente´ soit directement par les pre´cipitations soit par la fonte des stocks
de neige. Les barrages ont des couˆts de construction e´leve´s et des couˆts d’entretien
non ne´gligeables mais peu de´pendants des volumes d’eau qui y sont stocke´s. Le faible
couˆt de stockage de l’e´nergie potentielle susceptible d’eˆtre livre´e aux consommateurs
d’e´lectricite´ au gre´ de l’ope´rateur est l’un des avantages concurrentiels de la technologie
hydroe´lectrique par rapport aux technologies solaire et e´olienne dont l’input naturel
est gratuit mais tre`s variable et aux technologies brulant des fossiles dont l’input est
controˆlable mais couˆteux.
Un deuxie`me avantage est que l’eau stocke´e est une e´nergie imme´diatement mobil-
isable et dont le de´bit peut eˆtre instantane´ment module´ sans avoir a` subir des couˆts
de de´marrage, de variation de re´gime ou d’arreˆt. C’est donc une ressource beaucoup
plus flexible que les e´nergies fossiles, flexibilite´ qui permet de compenser les manques de
puissance dans le re´seau lorsqu’on a pu mettre en re´serve le flux des apports naturels
en eau.2
Les barrages permettent de re´guler le flux des apports naturels qui varie fortement
au cours de l’anne´e avec, le plus souvent, une saison d’apports abondants et une saison
d’apports rares, voire nuls sous certaines latitudes. La mise en e´quation du calcul
e´conomique des barrages hydroe´lectriques demande un fractionnement du temps tenant
compte de la re´alite´ de ce cycle annuel. L’anne´e hydrologique est la pe´riode de 12 mois
qui de´bute apre`s le mois habituel des plus basses eaux. La date qui en marque le de´but
de´pend de la situation me´te´orologique des re´gions. En France, l’anne´e hydrologique
de´bute ge´ne´ralement au mois de septembre mais il peut y avoir des variations.3 Ainsi
en 2016 les pre´cipitations ont e´te´ tre`s importantes en mai et juin alors que le deuxie`me
semestre a e´te´ relativement sec.
L’importance de la production hydroe´lectrique dans le mix e´nerge´tique varie forte-
ment d’un pays a` l’autre en fonction de leurs ressources naturelles et des e´quipements de
stockage et turbinage installe´s. Elle couvre plus de la moitie´ de la demande en Norve`ge
(95.9%), au Venezuela (63.7%), au Bre´sil (61.9%) et au Canada (56,8%)4. En France, la
production d’origine hydraulique couvre en moyenne un peu plus de 10% de la consom-
mation e´lectrique. Sa re´partition par type de centrale est donne´e dans l’histogramme
1Pour une introduction aux aspects techniques des syste`mes hydroe´lectriques, voir Wagner et Mathur
(2011).
2Sa flexibilite´ joue aussi quand il s’agit d’absorber des exce´dents de production graˆce a` des stations
de transfert d’e´nergie par pompage (STEP). Sur le stockage par STEP, voir Crampes et Moreaux (2010).
3Source: http://www.glossaire.eaufrance.fr/concept/ann%C3%A9e-hydrologique
4Source: https://www.iea.org/publications/freepublications/publication/KeyWorld2017.pdf
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de la Figure 1.
Figure 1 ici
1.2 Ressource renouvelable et non renouvelable
L’eau pre´sente des caracte´ristiques physiques qui, sur le plan de l’analyse e´conomique, la
rattachent a` la fois a` la cate´gorie des ressources renouvelables et a` celle des ressources non
renouvelables. Les apports naturels en eau (pluie, ruissellement, fonte des neiges et des
glaces) ne sont qu’imparfaitement pre´visibles et leur somme cumule´e au cours du temps
est infinie, comme pour l’e´nergie solaire et l’e´nergie e´olienne. Les re`gles d’investissement
et de gestion de l’eau en tant que flux dans les centrales au fil de l’eau sont donc celles
qui re´gissent ces e´nergies non stockables, cycliques et ale´atoires. Mais contrairement au
vent et au rayonnement solaire, l’eau peut eˆtre stocke´e, en quantite´ finie. Quand elle
est stocke´e, l’optimisation de son usage emprunte donc aussi aux principes e´conomiques
de la gestion des ressources non renouvelables comme le charbon, le pe´trole et le gaz
naturel.
Pour conduire l’analyse e´conomique de l’eau qui alimente les barrages-re´servoirs,
nous conside´rons qu’il s’agit d’une succession de stocks de ressources non-renouvelables
a` utiliser dans un de´lai imparti car, contrairement aux e´nergies fossiles, les apports en
eau disparaissent par e´vaporation, infiltration ou ruissellement s’ils ne sont pas exploite´s
instantane´ment ou mis en stock pour une exploitation ulte´rieure. La disponibilite´ des
apports en eau dans les barrages-re´servoirs est donc contrainte de deux fac¸ons. Sur le
plan temporel, l’acce`s a` la ressource est contraint par le cycle de ses apports.5 Le stock
naturel infini n’est disponible que de fac¸on fractionne´e, au rythme des ”livraisons”
naturelles qui suivent ge´ne´ralement des cycles annuels. En second lieu, il y a une
contrainte de volume. Contrairement aux e´nergies fossiles, les apports en eau en tant
que sources d’e´nergie disparaissent s’ils ne sont pas imme´diatement exploite´s dans des
centrales au fil de l’eau,6 ou bien stocke´s dans des re´servoirs pour une exploitation
ulte´rieure.7 Donc la partie controˆlable de ces apports est limite´e par la capacite´ des
re´servoirs et des e´quipements de turbinage. L’essentiel des apports naturels e´chappe
a` tout controˆle industriel de`s lors qu’ils tombent hors du syste`me d’alimentation des
barrages re´servoirs.
5Nous ne traitons pas dans cet article des STEP pour lesquelles l’alimentation en eau de la retenue
supe´rieure est partiellement sous controˆle.
6L’hydroe´lectricite´ au fil de l’eau, l’e´nergie e´olienne et l’e´nergie solaire sont parfois appele´es ”e´nergies
fatales”. Les centrales au fil de l’eau ont une capacite´ faible, voire nulle, de moduler leur production.
Elle varie donc en fonction des e´ve´nements climatiques.
7Les centrales de lac et les centrales d’e´cluse´e disposent d’une retenue qui permet de turbiner aux
pe´riodes de forte demande l’eau pre´alablement stocke´e. Les premie`res ont une dure´e de remplissage
de leur re´servoir supe´rieure a` 400 heures et les secondes des dure´es infe´rieures. Les centrales d’e´cluse´e
modulent leur production au niveau journalier, voire hebdomadaire. Les centrales de lac assurent une
modulation saisonnie`re de leur production.
source: http://www.france-hydro-electricite.fr/lenergie-hydraulique/principes
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Dans la section 2, nous de´terminons les caracte´ristiques de la gestion optimale d’un
barrage re´servoir alimentant une centrale e´lectrique, connaissant la valeur d’usage de
l’e´lectricite´ et le calendrier des apports naturels en eau. La section 3 est consacre´e a`
l’analyse de la re`gle de Hotelling selon que la politique optimale se heurte ou non a`
la contrainte de disponibilite´ de la ressource et a` la contrainte de turbinage lors de la
transformation de l’e´nergie gravitaire de l’eau en e´nergie e´lectrique. Nous appliquons
ensuite ces principes ge´ne´raux a` deux cas particuliers. Le premier (section 4) est celui
d’une alternance de saisons humide et se`che alors que l’e´lectricite´ est valorise´e de la
meˆme fac¸on tout au long du cycle annuel. Dans le second (section 5), au contraire, les
apports en eau sont re´guliers tout au long de l’anne´e mais la demande du second semestre
est plus e´leve´e que celle du premier. Dans les deux cas on observe une discontinuite´
dans la trajectoire du prix de l’eau au passage de la date de changement de re´gime. La
section 7 conclut.
2 Politique optimale de gestion de l’eau
Les apports naturels suivent ge´ne´ralement des cycles saisonniers, mais ces cycles peuvent
eˆtre fortement perturbe´s dans le court terme par des ale´as me´te´orologiques. Notre
analyse ne porte que sur la composante re´gulie`re pre´visible des apports.8 Apre`s avoir
construit un mode`le cyclique stationnaire (section 2.1), nous de´terminons la politique
optimale de gestion des apports naturels en eau (section 2.2).
2.1 Caracte´ristiques structurelles
Notre mode`le cyclique stationnaire est construit a` partir de quatre donne´es structurelles:
) le flux d’apports naturels instantane´s, ) les e´quipements de stockage de l’eau et
de sa transformation en e´nergie e´lectrique, ) la fonction de surplus net qu’induit la
consommation de l’hydro-e´lectricite´ produite et ) le taux d’inte´reˆt.
2.1.1 Flux d’entre´e et de sortie des barrages et capacite´ de stockage
Nous notons  ou  le temps calendaire et ∆ la dure´e d’un cycle, une anne´e.
Soit () le volume d’eau qui entre dans les barrages a` l’instant , issu des pre´cipitations,
de la fonte des neiges et des glaciers en amont des retenues. Par cyclicite´ stationnaire,
il faut comprendre que:
(+∆) = ()  ≥ 0.
Il en re´sulte que la somme des apports sur tout intervalle de temps [  + ∆) ne
de´pend pas de la date  de de´but de l’intervalle. Notons  la somme de ces apports:
 =
Z +∆

()  ≥ 0 .
8Notre mode´lisation est du type de celle initie´e par Koopmans (1957).
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La somme  peut eˆtre vue comme un stock a` utiliser au cours de l’intervalle [ +∆)
et de ce fait comme une ressource non-renouvelable e´phe´me`re a` consommer au plus tard
a` la date +∆ a` partir de la date .
Une partie du flux d’entre´e () ainsi qu’une partie du stock de´ja` pre´sent dans
les retenues est pre´leve´e pour produire l’e´lectricite´ que nous notons () Pour que le
bilan entre´es-sorties soit complet il faut ajouter aux sorties le flux () relaˆche´ vers
l’aval sans eˆtre turbine´ La variation du stock d’eau en re´serve a donc pour expression
()− ()− ()
Soit () le stock d’eau en re´servoir a` l’instant . Ce stock ne peut eˆtre supe´rieur
a` la capacite´ de retenue des barrages, note´e  ni e´videmment devenir ne´gatif, d’ou` la
dynamique et les contraintes suivantes:9

() = ()− ()− ()  − () ≥ 0 et () ≥ 0 (1)
() ≥ 0 et () ≥ 0. (2)
2.1.2 Production d’e´lectricite´ et couˆts10
Pour aller a` l’essentiel, nous supposerons que la production d’e´lectricite´ est proportion-
nelle aux pre´le`vements pour turbinage.11 En choisissant convenablement les unite´s de
mesure et en ne´gligeant les pertes inhe´rentes a` toute transformation d’e´nergie, nous
pouvons conside´rer que la production est e´gale a` ().12 Cette production instantane´e
est limite´e par la capacite´ des installations: capacite´ des conduits d’alimentation des
turbines, capacite´ des turbines, etc. Notons  cette capacite´. Aux contraintes (2) il faut
donc ajouter la contrainte:
 − () ≥ 0 (3)
Pour tout intervalle de temps de dure´e ∆, la production d’e´lectricite´ est donc au
plus e´gale a`  = ∆×  Pour tous  et , la cumule´e des retraits non turbine´s est au
moins e´gale a` max
©
0 −ª :Z +∆

() ≥ max©0 −ª   ≥ 0 .
La plupart des couˆts sont des couˆts d’entretien inde´pendants de l’utilisation des
e´quipements. Pour simplifier, nous les supposons donne´s et constants.
9Le plus souvent il est ne´cessaire aussi de ne pas laisser le stock descendre en dessous d’un certain
niveau   0. Sans perte de ge´ne´ralite´ nous posons  = 0
10Pour un aperc¸u de la complexite´ d’une mode´lisation de´taille´e de la gestion technique des installa-
tions, voir par exemple Munoz-Hernandez et al. (2013).
11Cela revient a` conside´rer que la hauteur de la colonne d’eau dans le barrage n’a pas d’incidence sur
la production d’e´lectricite´. C’est une approximation admissible pour les barrages de haute montagne
dont l’eau est turbine´e dans des installations situe´es a` des altitudes beaucoup plus faibles.
12Il faut alors mesurer tous les flux et les stocks en unite´s d’e´nergie. Pour plus de de´tails sur la
transformation eau−→ e´lectricite´, voir Førsund (2007), p.13-18.
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2.1.3 Surplus, inte´reˆt et bien-eˆtre
Toute la production est livre´e aux usagers pour consommation imme´diate. Soit (() )
le surplus net que les usagers retirent de la consommation  () a` l’instant . C’est
l’accroissement de surplus net permis par l’addition de  () a` la consommation des
autres sources, conside´re´es comme donne´es.13
Les hypothe`ses de cyclicite´ et stationnarite´ signifient que la fonction  ( ) ve´rifie la
condition suivante:
( +∆) = ( )  ≥ 0 et  ≥ 0.
Nous supposons que ( ) en tant que fonction de  est continuement diffe´rentiable
et concave sur un intervalle (0 max())  croissante sur l’intervalle (0 e())  0  e() 
max(), et de´croissante sur l’intervalle (e() max()) L’ide´e est qu’au-dela` de e() les
usagers doiivent se de´barrasser de ()− e() mais qu’ils ne peuvent pas se de´barrasser
de plus de max()− e().
Puisque e(+∆) = e()  ≥ 0 la production totale d’e´lectricite´ qui permettrait de
maximiser le surplus a` chaque instant au cours d’un cycle a` condition d’eˆtre disponible
en temps voulu, note´e e est inde´pendante de la date de de´but du cycle:
e = Z +∆

e()  ≥ 0.
Soient 0 ( ) et 00 ( ) les de´rive´es, premie`re et seconde respectivement, de  ( )
par rapport a`  :
0 ( +∆) = 0 ( ) et 00 ( +∆) = 00 ( )  max()    0 et  ≥ 0
0 ( )
⎧
⎨
⎩
 0 0    e()
= 0  = e()
 0 e()    max() et ” ( )  0 0    max()  ≥ 0
Nous suposons que les surplus marginaux sont uniforme´ment borne´s en  = 0:
∃0sup  0 : 0  0sup ∞ et 0
¡
0+ 
¢ ≤ 0sup  ≥ 0
On pose de plus que la capacite´ d’absorption d’e´lectricite´ au-dela` de ce qui maximise
le surplus est limite´e:
lim↑max()
0 ( ) = −∞  ≥ 0
13En fait les productions optimales des diverses sources doivent eˆtre de´termine´es conjointement. Il
faut donc supposer que les productions des autres sources, que nous conside´rons comme donne´es, sont
optimales.
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et uniforme´ment borne´e:
∃sup : 0  sup ∞ et max() ≤ sup  ≥ 0
Notons  ( ) la fonction de demande de l’instant  l’inverse de la fonction 0 ( )
par rapport a` :
 ( +∆) =  ( )  0 ¡0+ ¢    −∞ et  ≥ 0
 ( )
½
 0 −∞    0 (0+ )
= 0 0 (0+ ) ≤  et
 ( )

½
 0 −∞    0 (0+ )
= 0 0 (0+ ) ≤    ≥ 0
lim↓−∞ 
 ( ) = max()  (0 ) = e() et lim↑0(0+)  ( ) = 0  ≥ 0
Pour simplifier, nous supposons que le flux de sortie () + () n’est pas valorise´
en aval (par exemple par l’agriculture et le tourisme) et qu’il n’est soumis a` aucune
contrainte de re´gularisation d’e´tiage.14
Enfin, le taux d’inte´reˆt instantane´, note´ , est pose´ constant et la fonction de bien-
eˆtre est la somme des surplus actualise´s nets de couˆts.
2.2 Politique optimale
Apre`s avoir de´termine´ les caracte´ristiques ge´ne´rales de la trajectoire de pre´le`vement,
nous discutons des cas particuliers dans lesquels certaines contraintes sont liantes ou
non.
2.2.1 Caracte´ristiques de la politique optimale
En l’absence de couˆts lie´s a` la modulation des flux turbine´s, la gestion optimale des
apports naturels () est celle qui maximise la somme des surplus actualise´s. Le proble`me
a` re´soudre est donc le proble`me (P.1) suivant:
(P.1)
max
{()()}∞=0
Z ∞
0
(() )− (4)
sous les contraintes (1)-(3), et la condition initiale (0) = 0 0 ≤ 0 ≤  ou` 0 et 
sont donne´s.
Soit () la variable adjointe associe´e a` l’e´quation d’e´volution du stock, () et () les
multiplicateurs associe´s aux contraintes de stock maximum et minimum respectivement,
14Par exemple garantir un de´bit aval au moins e´gal a` un certain minimum  () :  () +  () ≥  () 
ou au contraire e´viter les de´bits excessifs:  () +  () ≤  () ou`  () est le de´bit maximum a` ne pas
de´passer. Mais les contraintes peuvent aussi porter sur l’acce´le´ration des de´bits pour ne pas perturber
les e´co-syste`mes de l’aval:
inf () ≤  () +  () ≤ sup () 
Voir Edwards (2003) et Niu et Insley (2013), pour une e´tude des conse´quences de ce type de contrainte.
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() et () les multiplicateurs associe´s aux contraintes de production maximale et
minimale, et () le multiplicateur associe´ a` la contrainte de non-ne´gativite´ des laˆchers
improductifs ().
Le hamiltonien et le lagrangien  du proble`me (P.1), tous deux en valeur courante,
ont pour expression:
 = (() ) + ()[()− ()− ()]
 =  + ()
¡
 − ()¢+ ()() + ()( − ()) + ()() + ()()
Les conditions de premier ordre sont:

 = 0⇒ 
0(() ) = () + ()− () (5)

 = 0⇒ () = () (6)
ou` les multiplicateurs  et  ve´rifient les conditions habituelles d’e´carts comple´mentaires.
La dynamique de la variable adjointe () doit ve´rifier la condition suivante a` toute
date  a` laquelle elle est diffe´rentiable:

() = ()−  ⇒

() = () + ()− () (7)
ou`
() ≥ 0  − () ≥ 0 et () ¡ − ()¢ = 0 (8)
() ≥ 0 () ≥ 0 et ()() = 0 (9)
2.2.2 Valeur de l’eau stocke´e et prix de l’e´lectricite´
Dans ce syste`me, les apports naturels en eau sont des apports d’e´lectricite´ poten-
tielle et le stock d’eau doit eˆtre vu comme un stock d’e´lectricite´ garde´e en re´serve.
A chaque instant, apports et stock peuvent eˆtre transforme´s en e´lectricite´ a` consommer
imme´diatement, ou relaˆche´s sans eˆtre turbine´s ou, s’agissant des apports, ajoute´s aux
re´serves de´ja` constitue´es.
Lorsque la consommation est positive et non contrainte par la capacite´ de turbinage
 alors () = () = 0 par les conditions d’e´carts comple´mentaires et donc 
0
(() ) =
() par (5). En d’autres termes,  () =  (() ): le prix de l’e´lectricite´ d’origine hy-
draulique produite doit eˆtre e´gal a` la valeur marginale de l’e´nergie hydraulique en stock,
puisque le couˆt de transformation de l’e´lectricite´ potentielle en e´lectricite´ preˆte a` consom-
mer est nul. Ceci n’est possible que si, soit  () ≥  (() ) lorsque  () = 0 auquel
cas  () −  (() ) doit eˆtre mis en re´serve, soit  ()  0 lorsque  ()   (() )
auquel cas  (() )−  () doit eˆtre pre´leve´ sur le stock.
Lorsque, au contraire, la consommation est limite´e par la capacite´ de turbinage, il
faut ajouter la rente de rarete´ temporaire de la capacite´ de production  a` la valeur
marginale de l’eau stocke´e pour obtenir le prix de l’e´lectricite´ produite: 0(() ) =
7
() + (). On remarquera que, si ()   et  () =  la saturation simultane´e des
deux contraintes de capacite´ de turbinage et de capacite´ de stockage oblige a` proce´der
a` des laˆchures sans turbinage. Nous reviendrons sur ce point au paragraphe suivant.
Si, au contraire, ()   la contrainte de turbinage ne peut bloquer la consommation
souhaite´e que s’il existe des re´serves sur lesquelles il est permis de pre´lever  − ()
Enfin, si la demande de la date  est faible, i.e. si 0(0+ )  () mieux vaut mettre
les apports en re´serve que de les transformer imme´diatement en e´lectricite´ et mieux
vaut conserver les re´serves de´ja` accumule´es, s’il y en a, que d’y puiser pour produire:
() = 0 puisque ()  0. On notera que la mise en re´serve des apports suppose que
les re´servoirs ne sont pas sature´s, sinon il faut proce´der a` des laˆchures sans turbinage.
La condition (6) stipule qu’il ne faut proce´der a` des laˆchures d’eau non turbine´es
que si l’eau n’a aucune valeur: ()  0 implique que () = 0 par la condition d’e´carts
comple´mentaires, et alors () = 0 Proce´der a` des laˆchures sans turbinage c’est se
de´munir d’une e´lectricite´ potentielle sans avoir a` subir de couˆt de mise au rebut. Pour
les apports, c’est renoncer a` leur conversion en e´lectricite´ a` consommer de suite ou a` leur
mise en re´serve pour une consommation diffe´re´e. Un tel renoncement n’est justifie´ au
cours d’un intervalle de temps (1 2) dans les deux situations e´voque´es plus haut dans
lesquelles la capacite´ de stockage est sature´e: () =   ∈ (1 2)  Dans la premie`re, la
production d’e´lectricite´ sature la capacite´ de turbinage sans saturer les besoins () = 
d’ou` 0( )  0 et les apports naturels sont supe´rieurs a`  de sorte que l’exce´dent
doit eˆtre relaˆche´ : () = () −   0. Dans la seconde, la consommation sature les
besoins mais pas la capacite´ de turbinage, () = e()   et les apports sont supe´rieurs
a` la consommation de saturation de sorte que l’exce´dent doit eˆtre relaˆche´ sans eˆtre
turbine´ pour que les usagers n’aient pas a` subir le couˆt d’une production excessive:
() = () − e()15 Il reste a` de´terminer si de telles situations sont susceptibles de
survenir le long d’un sentier optimal. Pourquoi avoir constitue´ et pourquoi conserver
un stock () =  dont la valeur marginale est nulle? L’analyse de la sous-section 4.3.2
montre qu’il peut eˆtre optimal de proce´der a` de tels laˆchures.
Lorsque le stock () est positif et non contraint par la capacite´ de re´tention des
re´servoirs, alors () = () = 0 et (7) s’e´crit plus simplement:

() = () (10)
La valeur marginale du stock doit croˆıtre au taux de l’inte´reˆt. C’est la re`gle de
Hotelling de gestion d’une mine lorsque les couˆts marginaux d’extraction sont constants,
ce qui est le cas ici puisque le couˆt marginal de transformation de l’eau stocke´e en
e´lectricite´ est nul. Le stock d’eau peut donc eˆtre vu comme une mine au cours de ses
phases de de´croissance. Mais c’est une mine qu’il n’est possible d’exploiter que si on
15Pouvoir proce´der a` des lachuˆres sans turbinage peut eˆtre vu comme un cas de libre disposition (free
disposal), possibilite´ souvent suppose´e dans les versions les plus courantes de la the´orie de l’e´quilibre
ge´ne´ral (cf. Debreu (1959)). Dans notre mode`le, l’option est ouverte au producteur d’hydroe´lectricite´
pour le facteur eau. Mais si on conside`re l’ensemble du syste`me, elle n’est pas ouverte pour l’e´lectricite´
produite puisqu’une production de celle-ci au dela` de () entraine une perte pour les usagers, perte qui
est compense´e par un prix ne´gatif sur la plupart des marche´s de gros (voir par exemple EPEXSPOT).
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l’a constitue´e et la re`gle de Hotelling s’applique non seulement au cours des phases
d’extraction mais aussi au cours de ses phases de constitution.
Si les re´servoirs sont bien dimensionne´s, plus pre´cise´ment s’ils ne sont pas surdimen-
sionne´s, ils devraient eˆtre pleins au cours de certaines pe´riodes et devraient eˆtre vides a`
d’autres pe´riodes. Au cours de ces pe´riodes la gestion optimale s’e´carte des prescriptions
de Hotelling puisqu’alors ou bien ()  0 ou bien ()  0 dans la condition (7)  La
re`gle de Hotelling ne devrait donc s’appliquer que par intermittence.16
3 Re`gle de Hotelling cyclique
Au cours de tout intervalle de temps de dure´e ∆, la meˆme production potentielle
d’e´lectricite´ min
©

ª
est disponible. Une condition ne´cessaire pour qu’il soit optimal
de consommer la totalite´ de ce potentiel est que cette consommation soit non seule-
ment techniquement possible mais de plus qu’elle ne soit pas supe´rieure a` la somme
des consommations de saturation e. Dans ce qui suit, on suppose aussi que ce n’est
pas la capacite´ annuelle de turbinage  qui ferait obstacle a` une politique de satu-
ration permanente de la consommation mais le volume disponible de la ressource  :
 min
n eo  Cette ine´galite´ n’exclut cependant ni une saturation temporaire de la
consommation, ni une saturation temporaire de la capacite´ de turbinage.
3.1 Conditions de synchronisme
Examinons a` quelles conditions il existerait une date ∗ de´but d’un intervalle de temps
de dure´e ∆, pour laquelle il serait justifie´ de conside´rer que  est la taille d’un stock
d’eau exploitable jusqu’a` la date ∗ +∆, dont le plan d’exploitation ne serait contraint
que par les conditions de non-ne´gativite´ de la production d’e´lectricite´ et des re´serves
non encore consomme´es, et n’impliquerait aucune laˆchure. Le plan serait la solution du
proble`me (P.2) suivant:
(P.2)
max
{()}∗+∆∗
Z ∗+∆
∗
(() )−(−∗) (11)
sous les contraintes 
() = −() (∗) =  et () ≥ 0 (12)
() ≥ 0 (13)
Puisque les couˆts variables de pre´le`vement sont nuls, la consommation solution de
(P.2) doit satisfaire la condition (14) suivante
0(() ) = (∗)(−∗) − ()  ∈ [∗ ∗ +∆] (14)
16Pour une revue des algorithmes permettant de calculer la politique optimale, voir par exemple
U.S.D.I. (2012, 2013).
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ou` () est la valeur marginale de() et () est le multiplicateur associe´ a` la contrainte
de non-ne´gativite´ des pre´le`vements. Notons ∗() la consommation optimale en :
∗() = ((∗)(−∗) )  ∈ [∗ ∗ +∆]  (15)
Puisque   e la totalite´ du stock initialement disponible doit eˆtre consomme´e. La
valeur optimale de (∗) est alors de´termine´e par la condition d’e´puisement de ce stock,
c’est a` dire comme solution de l’e´quation:Z ∗+∆
∗
((∗)(−∗) ) =  (16)
Mais, de fait,  n’est pas encore totalement disponible de`s la date ∗ Pour que la
solution (15) du programme (P.2) puisse eˆtre mise en œuvre il faut que le flux d’apports
() et le flux de consommation ∗() soient suffisamment bien synchronise´s graˆce au
stock d’eau mis e´ventuellement en re´serve dans les barrages.17 Plus pre´cise´ment, il faut
que le flux () :
• soit suffisamment soutenu pour que le stock d’eau qu’implique la diffe´rence cu-
mule´e entre () et ∗() ne devienne pas ne´gative:
() ≡
Z 
∗
[()− ∗()]  ≥ 0  ∈ [∗ ∗ +∆) (17)
• ne soit pas trop longtemps supe´rieur a` ∗() pour que le stock d’eau ne de´passe
jamais la capacite´ des retenues:
() ≡
Z 
∗
[()− ∗()]  ≤   ∈ [∗ ∗ +∆) (18)
Si ces deux conditions sont satisfaites il est possible de mettre en œuvre une solution
cyclique au cours des intervalles de temps successifs de dure´e ∆ depuis la date ∗0 =
∗ − ∗∆ ou` ∗ = max {0 1 2  : ∗ − ∆ ≥ 0}, partant d’un stock d’eau nul a` cette
date et qui sera nul a` toutes les dates ∗0 + ∆  = 0 1 2  Il en re´sulte que, a` partir
de ∗0 :
• si le taux d’inte´reˆt est nul, le prix de l’eau, ou sa valeur marginale, est constant
au cours du temps et suit trivialement la re`gle de Hotelling en permanence;
• si le taux de l’inte´reˆt est positif, la valeur marginale de l’eau e´volue de fac¸on
cyclique, (+∆) = ()  ≥ ∗0 et suit la re`gle de Hotelling au cours de chacun
des intervalles [∗ + ∆ ∗ + (+ 1)∆)  = 0 1 2 , mais est discontinue a`
chaque date ∗0+∆  = 1 2  de fin d’intervalle, la valeur marginale (ou le prix
() = ()) chutant alors du niveau (∗0)∆ = 
0
(∗(∗0) ∗0)∆ au niveau (∗0).
Un tel sentier est illustre´ a` la Figure 2 ou` le prix (∗0) est note´ plus simplement
∗0.
17Førsund (2007, p. 21) raisonne sur un mode`le discret dans lequel l’anne´e hydraulique est de´coupe´e
en T pe´riodes, agence´es de telle fac¸on que la totalite´ des apports est concentre´e a` la premie`re de ces
pe´riodes.
10
Par ailleurs rien ne garantit que le sentier ∗() respecte la contrainte de turbinage
 − ∗() ≥ 0 proble`me que nous aborderons a` la sous-section 3.3
3.2 Arbitrage et contraintes de disponibilite´
Montrons que si la solution de (P.2) respecte les conditions (17) et (18) et ne sature
jamais la contrainte de turbinage, alors les possibilite´s d’arbitrage sont e´puise´es.
Lorsque le taux d’inte´reˆt est nul, la valeur marginale de l’eau est constante ce qui
ferme la porte a` tout gain d’arbitrage. Lorsqu’au contraire le taux de l’inte´reˆt est
positif et que le sentier de prix pre´sente les discontinuite´s illustre´es a` la Figure 2, il est
ne´cessaire de s’assurer qu’aucun arbitrage fructueux n’est possible.
Il est clair par exemple que l’eau consomme´e en ∗0 +∆+    0 et suffisamment
petit, serait mieux valorise´e en ∗0+∆− (voir Figure 2). Mais l’eau qui sera consomme´e
en ∗0 +∆+  n’est pas encore disponible en ∗0 +∆−  Elle ne le sera au plus toˆt qu’a`
partir de ∗0 +∆. L’arbitrage est donc physiquement impossible.
Figure 2 ici
A compter de la date ∗0 tout se passe comme si le gestionnaire disposait d’une
quantite´ infinie d’une ressource non renouvelable mais dont la livraison est fractionne´e,
la seule quantite´  en e´tant livre´e a` chacune des dates ∗0 ∗0 + ∆  = 1 2  A ces
livraisons fractionne´es correspond une re`gle de Hotelling elle aussi fractionne´e. Chacun
des intervalles successifs [∗0+(− 1)∆ ∗0+∆) constitue une sorte d’isolat car s’il n’est
pas physiquement possible de disposer avant la date ∗ + ∆ de ce qui sera consomme´
a` la date ∗ + ∆+  il n’est pas non plus judicieux de transfe´rer la consommation de
la date ∗0 + ∆ − 1 de l’intervalle [∗0 + (− 1)∆ ∗0 + ∆) a` une date ∗0 + ∆ + 2
de l’intervalle suivant quand bien meˆme c’est toujours techniquement possible.18 Ainsi
qu’on peut le voir sur la Figure 2 pour  = 2, un tel transfert ne serait rentable que si
en ∗ + 2∆+ 2 le prix de l’eau e´tait supe´rieur a` ∗0(∆+2) or il n’est e´gal qu’a` ∗02 
En conclusion, si les conditions (17) et (18) sont satisfaites, le sentier de prix, con-
stant si  = 0 et cyclique si   0 correspondant a` la solution du programme (P.2), e´puise
les possibilite´s d’arbitrage. Il est facile de ve´rifier qu’alors les conditions d’optimalite´
(5) - (9) sont satisfaites avec () = 0  ≥ ∗0
Insistons sur le fait que pour mettre en œuvre la politique a` laquelle cette analyse
conduit, il est ne´cessaire de de´terminer la date ∗ (ou ∗0) prise comme donne´e dans la
formulation du proble`me (P.2). A priori cette date ne peut re´sulter du seul examen
du flux d’apport. L’aspect demande est aussi important. La variation de la demande,
lorsque celle-ci est diffe´rentiable par rapport au temps sur un intervalle (1 2) ⊆ [∗0 +
18Plus pre´cise´ment, pour tout  ≥ 1 il existe 1  0 et 2  0 tels que: ∗ (∗0 + ∆− 1)  0 et
()    ∈ [∗0 + ∆ − 1 ∗0 + ∆ + 2) de sorte qu’il est possible de transfe´rer une partie de la
consommation de la date ∗0 + ∆− 1 a` la date ∗0 + ∆+ 2 sans heurter la contrainte de capacite´ de
stockage.
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∆ ∗0 + (+ 1)∆) a pour expression
∗() =
(
0 si ∗() est bloque´ a`  ou 0
∗0(−
∗
0−∆)−0(∗())
00(∗()) sinon.
(19)
Le signe de
∗() de´pend donc de l’e´volution temporelle de l’utilite´ marginale 0(∗() )
L’e´tude de la de´termination de ∗ sort du champ de cet article.
3.3 Arbitrage et contraintes de turbinage
La saturation e´ventuelle de la capacite´ de turbinage n’intervient pas directement dans
la de´termination de la dynamique de  puisque le multiplicateur () ne figure pas
dans l’e´quation (7) qui de´finit cette dynamique. Seuls les multiplicateurs () et ()
correspondant aux contraintes sur le montant du stock d’eau en re´servoir infle´chissent
la trajectoire. Cependant l’e´ventuelle saturation de la contrainte de turbinage peut
eˆtre aise´ment prise en compte dans la de´termination de ∗0 plus pre´cise´ment de ∗0
la valeur de (∗) solution de l’e´quation (16). Si on ajoute la contrainte de turbinage
au programme (P.2), la condition de premier ordre n’est plus (14) mais une condition
formellement identique a` (5). Pour tout 0 de´finissons la consommation () comme
suit:
() = min
n
 (0(−
∗) )
o

La valeur optimale de 0 note´e ∗0 est alors de´termine´e par la condition suivante,
analogue a` la condition (16):Z ∗+∆
∗
min
n
 (0(−
∗) )
o
 = 
Soit ∗() = min
©
 (0(−
∗) )
ª
ou, de fac¸on e´quivalente,
∗() = (∗0(−
∗) ) + ∗()
ou` ∗() = 0( ) − ∗0(−∗) si (∗0(−∗) )   et ∗() = 0 sinon. Les condi-
tions (17) et (18) de mise en oeuvre de cette solution restent formellement identiques
a` condition que ∗() soit de´fini comme on vient de l’indiquer. Cependant dans ce qui
suit, pour e´viter toute confusion, nous conviendrons d’appeler ”solution du programme
(P.2)” le sentier solution du proble`me (11)− (13) dans lequel la contrainte de turbinage
est ne´glige´e.
Sous l’hypothe`se  min
n eo  si la contrainte de turbinage est active ce ne
peut eˆtre que sur une partie du cycle. Lors des phases du cycle au cours desquelles la
contrainte de turbinage est effective mais pas la contrainte de capacite´ de stockage, il
faut distinguer le couˆt marginal de la contrainte de turbinage de la valeur marginale de
l’eau qui croˆıt au taux de l’inte´reˆt, la somme des deux ∗() + ∗0(−
∗) constituant le
prix ou couˆt marginal complet de l’e´nergie.
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Lorsque la contrainte de turbinage ne permet de transformer en e´lectricite´ qu’une
partie des apports, si la partie non transforme´e est mise en stock il peut advenir que
cette politique bute sur la contrainte de capacite´ des re´servoirs. Les deux contraintes
sont alors simultane´ment actives. La fac¸on dont une contrainte de turbinage plus se´ve`re
induit l’activation de la contrainte de stockage est illustre´e a` la sous-section 4.3.
3.4 Arbitrage et saturation de la consommation
Sous l’hypothe`se  min
n eo  si les contraintes (17) et (18) sur les niveaux mini-
maux et maximaux du stock d’eau et la contrainte de turbinage sont inactives, alors la
solution du proble`me (P.2) est telle qu’a` chaque instant  ∈ [∗ ∗ +∆] la consommation
optimale ∗() est infe´rieure a` la consommation de saturation au meˆme instant, e(). Il
n’y a donc pas lieu de s’inquie´ter du proble`me des laˆchures sans turbinage. La raison en
est que, partant d’un plan de consommation ()  ∈ [∗ ∗ +∆] qui e´puise la totalite´
du stock , donc tel que
R ∗+∆
∗ () =  pour lequel ces contraintes sont inactives, il
est toujours possible d’accroˆıtre marginalement de n’importe quelle date 0 en re´duisant
d’autant la consommation de n’importe quelle date 00 pourvu que (00)  0. Si 0  00 
il s’agit d’une classique mise en stock pour consommation ulte´rieure, et si 00  0 il
s’agit typiquement d’une possibilite´ de transfert de l’extraction d’une date 00 a` une
date ante´rieure 0 dans une mine dont le gisement n’est pas encore e´puise´ en 00 . Il en
re´sulte que s’il existe un intervalle (1 − 1 1 + 1)  1  0 au cours duquel ()  e()
alors il existe un autre intervalle (2 − 2 2 + 2)  2  0 au cours duquel ()  e()
puisque
R ∗+∆
∗ () =   e , et donc un transfert de consommation du premier
intervalle au second permet d’augmenter la somme des surplus actualise´s.19
Il ne peut eˆtre opportun de proce´der a` des laˆchures sans turbinage que si les transferts
de consommation entre certaines dates de l’intervalle [∗ ∗ +∆] sont bloque´s et ils ne
peuvent l’eˆtre que parce que l’une au moins des contraintes (17) ou (18)  ou la contrainte
de turbinage, est active.
3.5 Arbitrage et fluctuations
Stocker de l’eau au cours du cycle n’a d’inte´reˆt que si, soit les apports, soit les besoins,
soit les deux, fluctuent. En l’absence de ces fluctuations, la nature meˆme du cycle
disparait.
En l’absence de fluctuation des apports, () =   ∈ [0∆) et des besoins ( ) =
()  ≥ 0 et  ∈ [0∆) il est clair que la politique optimale consiste a` consom-
mer a` chaque instant la totalite´ des apports du moment pourvu que la capacite´ de
turbinage soit suffisante,    Alors, ∗ () =  et ∗ () = 0 () = ∗ ()   ∈ [0∆)
Etant donne´ ces sentiers, stocker des apports pour une utilisation ulte´rieure ne peut
que de´primer la somme des surplus actualise´s sous l’hypothe`se de surplus marginal
de´croissant, 00 ()  0, effet amplifie´ par l’actualisation. Avec un taux d’actualisation
19Et ce, quel que soit le taux de l’inte´reˆt si 2  1 car 0(()) ≤ 0  ∈ (1 − 1 1 + 1) tandis que
0(())  0  ∈ (2 − 2 2 + 2) 
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positif,   0, transfe´rer de la consommation d’une date 00 a` une date ante´rieure 0
permettrait d’accroitre cette somme mais ce transfert est impossible car  () = 0
 ∈ [0∆)20 Le prix de l’e´lectricite´ et la valeur de l’eau sont e´gaux, et constants bien
que le taux d’actualisation soit positif.21
Nous nous proposons maintenant d’illustrer comment il faudrait modifier la solution
de (P.2) lorsque celle-ci impliquerait que l’une ou l’autre des conditions (17) et (18)  ou
les deux, n’est pas respecte´e dans deux cas extre`mes pour lesquels la de´termination de
∗ est simple. Dans le premier cas seuls les apports fluctuent et la mise en re´serve des
apports permet de lisser les consommations. Dans le second, seuls les besoins fluctuent
et la mise en re´serve permet au contraire une plus grande variation des consommations
au cours de l’anne´e.
4 Stocker pour se prote´ger de l’intermittence des apports
Conside´rons le cas d’un re´gime d’apports compose´ de deux saisons d’e´gales dure´es, une
saison humide suivie d’une saison se`che:22
() =
½
  0, 0 ≤   ∆2
0, ∆2 ≤   ∆
Face a` ces apports fortement fluctuants, supposons des besoins stables. La fonction
de surplus reste inchange´e au cours du cycle, et donc aussi la fonction de demande.
Formellement:
 ( ()  ) =  ( ()) =⇒  ( ()  ) =  ( ())   ∈ [0∆)
Soit ∗1 () la solution du programme (P.2) et ∗1 () = ∗0  ∈ [0∆) le sentier
de prix associe´. Sous les hypothe`ses pose´es sur  () la consommation optimale ∗1 ()
de´croˆıt a` chaque instant ou` elle est positive et, si elle s’annule a` une date 0  ∆, reste
nulle jusqu’a` la fin du cycle.23
Examinons successivement les cas ou` la condition de stock positif (17) puis la condi-
tion de stock maximum (18) ne seraient pas remplies, avant de montrer comment tenir
compte de la contrainte de turbinage si ne´cessaire.
20Les conditions d’optimalite´ (5) and (6) sont ve´rifie´es pour ∗ () =  ∗ () = 0 ()   () =
0  () = 0 
∗ () = 0 et  () = ∗ ()   ∈ [0∆) Les conditions (7) and (9) le sont pour  () = 0 et
() = ∗ () de sorte que

∗() = ∗() + ()− () = 0
21Si, au contraire    alors la politique optimale est la suivante: ∗ () =  ∗ () = 0 () 
∗ () =  −  ∗ () =  () = 0 Cependant poser    contredit l’hypothe`se   
22Pour simplifier la notation nous notons dans cette section et la suivante  = 0 la date ∗0 de la Section
3.
23Dans l’expression (19) de
∗() le terme 0(∗() ) est ici nul, d’ou` ∗()  0
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4.1 La consommation initiale est trop importante
Le cas d’une consommation initiale trop importante est illustre´ a` la Figure 3 sur laquelle:
a. la somme des apports exce´dentaires  () − ∗1 ()  0 est repre´sente´e par la
surface A;
b. la somme des exce´dents de consommation ∗1 ()−  ()  0 est la somme des
surfaces B1 et B2.
L’e´galite´ A=B1+B2 garantit que le sentier serait re´alisable si la somme des apports
 = ∆2 e´tait disponible de`s le de´but du cycle en  = 0. Mais pour   1 ou` 1 est
la date a` laquelle ∗1 () =  le stock devrait eˆtre ne´gatif:
∗() =
Z 
0
( − ∗1 ())   0
ce qui viole la condition (17).
Figure 3 ici
Cette situation est d’autant plus probable que le taux d’inte´reˆt est e´leve´. Sous les
conditions de la pre´sente section, ∗0 est de´termine´ comme solution deZ ∆
0

¡
∗0
¢
 = 
Diffe´rentions par rapport a` ,  e´tant constant. Il en re´sulte que
∗0
 = −
R∆
0
(∗0)
 ∗0R∆
0
(∗0) 
 0
et donc, si ∗1 ()  0 :
∗1 ()
 =

¡
∗0
¢
 =

¡
∗0
¢

∙
∗0
 + 
∗
0
¸

Une variation positive du taux de l’inte´reˆt,   0, induit un basculement du sentier
optimal de consommation: les consommations des dates   − (∗0) ∗0 augmentent
et celles des dates ulte´rieures diminuent.24 Puisque, par hypothe`se,  = ∆2  e =e∆ ou` e est la consommation de saturation, ici constante au cours du cycle, alors il
existe un taux d’inte´reˆt critique au-dela` duquel la condition (17) est ne´cessairement
viole´e.
Le plan optimal consiste a` bloquer la consommation au niveau des apports  sur un
intervalle [0 2) 0  2  ∆2 c’est a` dire a` retarder le de´but de la phase de constitution
des re´serves, 0  1  2  ∆2 Le sentier des consommations optimales est illustre´ a`
la Figure 4a et le sentier de prix correspondant a` la Figure 4b.
24Pour  suffisamment e´leve´, la consommation optimale ∗1 () est nulle aux dates    : ∗0 =
0

0+

 lorsque   ∆ Pour ces dates e´videmment ∗1 ()  = 0
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Figure 4 ici
Sur la Figure 4a le sentier ∗1 () est trace´ en pointille´s et le sentier optimal de
consommation, le sentier ∗2 () qui respecte la condition (17)  est trace´ en trait plein.
La nouvelle surface A, le stock en re´serve a` son niveau maximal, est e´gale a` la surface
B, la consommation cumule´e de la pe´riode se`che. Rappelons que nous supposons ici que
la contrainte de capacite´ des re´servoirs, la condition (18)  n’est pas liante.
Sur l’intervalle
¡
2∆¢, le stock est positif et la re`gle de Hotelling s’applique. Soit
 le prix justifiant la consommation  :  () =  Alors le sentier de prix ∗2 () qui
soutient ∗2 () a pour expression:
∗2 () =
(
  0 ≤   2
(−2)  2 ≤   ∆
La date optimale 2 est de´termine´e par la condition d’e´galite´ du stockage et du
de´stockage, c’est a` dire comme la solution de l’e´quation suivante:Z ∆2
2
n
 − 
³
(−2)
´o
 =
Z ∆
∆2

³
(−2)
´
 (20)
On notera que 1  2 sinon la condition (18) ne peut pas eˆtre respecte´e.
La partie de´croissante du sentier de consommation ∗2 () est une translation hori-
zontale vers la droite du sentier ∗1 () car la partie croissante du sentier de prix ∗2 ()
est une translation similaire du sentier de prix ∗1 () qui soutient ∗1 () 
La valeur marginale de l’eau est e´gale au prix de l’e´nergie: ∗ () = ∗2 ()  Les
conditions d’optimalite´ (7)-(9) sont alors les suivantes:


∗
() =
(
0 0 ≤   2
(−2) 2 ≤   ∆ 
∗ () =
½
 0 ≤   2
0 2 ≤   ∆
et ∗ () = 0 0 ≤   ∆
En effet, d’une part le re´servoir reste vide entre 0 et 2 puisque les apports naturels
sont inte´gralement consomme´s au fur et a` mesure de leur arrive´e et, d’autre part, le
re´servoir n’est jamais sature´.
Il est facile de ve´rifier que les possibilite´s d’arbitrage sont e´puise´es pour ces prix de
l’eau. Pour ce sentier optimal ∗2 ()  transfe´rer des consommations de l’intervalle (2∆)
a` l’intervalle [0 2) permettrait d’accroitre la valeur de la fonction d’objectif mais ce
transfert est bloque´ parce que la contrainte (17) est active sur l’intervalle [0 2) : puisque
() = 0 et ∗2 () =   =[0 2) il n’est pas possible d’augmenter la consommation a`
ces dates, en particulier du montant du transfert souhaitable en question.
4.2 Le stockage requis est supe´rieur a` la capacite´ des re´servoirs
L’autre cause d’impossibilite´ de mise en œuvre soit de la solution ∗1 () du programme
(P.2) soit de la solution ∗2 () de´termine´e a` la sous-section pre´ce´dente est l’insuffisance
de la capacite´ de stockage des re´servoirs. Quid si la mesure de la surface A de la Figure
3 ou de la Figure 4.a est supe´rieure a` ?
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4.2.1 De´termination de la trajectoire de pre´le`vement
Plac¸ons-nous dans la situation ou` la solution de (P.2) respecterait la condition (17) de
non-ne´gativite´ du stock mais pas la contrainte (18) de capacite´ des re´servoirs. Cette
solution est repre´sente´e par les sentiers de consommation ∗1 () et de prix ∗1 () en
pointille´s sur les Figures 5a et 5b respectivement.
Figure 5 ici
En suivant ce sentier, la quantite´ d’eau a` mettre en stock est repre´sente´e par la
surface  supe´rieure a` la capacite´ de stockage . La solution qui consisterait a`
suivre le sentier ∗1 () de`s le de´but du cycle puis a` rejeter les exce´dents d’apport () =
− ∗1 ()  0 a` partir de la date ou` le re´servoir est plein est e´videmment sous-optimale
puisque l’eau a une valeur marginale positive. Il faut donc forcer la consommation initiale
au niveau des apports sur un intervalle
£
0 3
¤
 0  3  ∆2 pour ramener la mise en
stock au niveau 
Entre 3 et ∆2 le stock est positif et la re`gle de Hotelling s’applique. Notons ∗3 ()
et ∗3 () les sentiers optimaux respectant la contrainte de capacite´ des re´servoirs. Alors:
∗3 () =
(
 0 ≤   3
(−3) 3 ≤   ∆2 et 
∗
3 () =  (∗3 ())   ∈ [0∆2) (21)
La date 3 est de´termine´e comme solution de la condition de saturation de la capacite´
de stockage Z ∆2
3
n
 − 
³
(−3)
´o
 =  (22)
Notons que ∗3 ()  ∗1 () et ∗3 ()  ∗1 (),  ∈ [0∆2)
Puisque le stock  disponible au de´but de la saison se`che est infe´rieur a` celui de la
solution de (P.2), la consommation ∗3 () au cours de cette saison est infe´rieure a` ∗1 ()
et puisque le stock est positif entre ∆2 et ∆ la re`gle de Hotelling s’applique. Soit
∗ (∆2) le prix de l’e´lectricite´ au de´but de la saison se`che. Alors:
∗3 () = ∗ (∆2) (−∆2) et ∗3 () =  (∗3 ())   ∈ [∆2∆) (23)
ou` le prix ∗ (∆2)  valeur optimale de  (∆2)  est de´termine´ par la condition d’e´puisement
du stock: Z ∆
∆2

³
 (∆2) (−∆2)
´
 =  (24)
Puisque ) le sentier ∗1 () est continu, ) ∗3 ()  ∗1 () si   ∆2 et ) ∗3 () 
∗1 () si   ∆2 le sentier de consommation ∗3 () fait un saut vers le bas en  = ∆2
et donc le sentier de prix de l’hydroe´lecticite´ fait un saut vers le haut.
• Pendant la saison humide le sentier ∗ () ≡ ∗3 () ve´rifie les conditions (7)-(9)
pour les valeurs suivantes de  () et  () :


∗
() =
(
0 0 ≤   3
(−3) 3 ≤   ∆2 
∗ () =
½
 0 ≤   3
0 3 ≤   ∆2
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et ∗ () = 0 0 ≤   ∆2
• Pendant la saison se`che, ∗ () = ∗3 () ve´rifie ces conditions (7)-(9) pour ∗ () =
0 = ∗ ()  ∆2 ≤   ∆
Les conditions (7)-(9) ne spe´cifient rien aux points de non-diffe´rentiabilite´ de ∗ (),
et donc a fortiori rien aux points de discontinuite´.
4.2.2 Gestion de l’eau et gestion des re´servoirs
La diffe´rence ∗ (∆2)−(∆2 −3) est la valeur marginale de la capacite´ des re´servoirs.25
Si la gestion du stock d’eau et des re´servoirs est inte´gre´e, le gestionnaire prend naturelle-
ment en compte la contrainte de capacite´. Face au sentier de prix ∗3 () de´fini par les
conditions (23)−(24) il pre´fe`rerait re´duire les consommations de la pe´riode humide pour
augmenter celles de la pe´riode se`che au cours de laquelle elles seraient mieux valorise´es.
Mais quel que soit le gain qu’il pourrait ainsi re´aliser, ce gain inte`gre le bloquage des
transferts par la saturation de la capacite´ de re´tention des re´servoirs.
Qu’en est-il si la gestion est partage´e entre deux autorite´s distinctes? Un gestionnaire
de l’eau de´cide a` chaque instant de la fraction de l’eau stocke´e et des apports qu’il faut
turbiner pour produire de l’e´lectricite´, le reste e´tant conserve´ pour une production
ulte´rieure. De son coˆte´, un gestionnaire des re´servoirs dispose du droit de mettre ou
non leur capacite´ a` la diposition du gestionnaire de l’eau.
Pour que le gestionnaire de l’eau ne soit pas incite´ a` de´vier du sentier de pe´le`vement
∗3 () il suffit de le mettre face a` une trajectoire du prix de l’eau b () le long de laquelle
la re`gle de Hotelling s’applique sans discontinuite´ de 3 jusqu’a` la fin du cycle:
b () = (  0 ≤   3
(−3) 3 ≤   ∆
A la date du changement de saison, le gestionnaire du re´servoir perc¸oit un pe´age
∗ = ∗ (∆2)− (∆2 −3) par unite´ d’eau transfe´re´e (en valeur de la date ∆2). Ayant
acquitte´ ce pe´age, le gestionnaire de l’eau retirera le meˆme be´ne´fice de la transformation
de l’eau en e´lectricite´ a` toutes les dates de la pe´riode se`che si le prix de l’e´nergie est
pour cette saison le prix ∗3 () de´fini par (23)− (24).
En re´sume´, pour un prix de l’eau b (),  ∈ [0∆), un pe´age ∗ verse´ en  = ∆2, et
un prix de l’e´nergie ∗3 (),  ∈ [0∆), le gestionnaire de l’eau n’a pas inte´reˆt a` de´vier de
∗3 (), ni le gestionnaire du re´servoir a` en limiter l’acce`s.26
25Sur la Figure 4, tout accroissement de  se traduit par un rapprochement des courbes ∗3 () de la
courbe ∗1 () et des courbes ∗3 () de la courbe ∗1 () 
26Un syste`me de pe´age e´quivalent consisterait a` reque´rir un taux  () = ∗(−∆2)  ∈ [∆2∆)
par unite´ d’eau mise en re´servoir jusqu’a` la date  quelle que soit la date a` laquelle elle a e´te´ mise en
re´serve.
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4.3 La capacite´ de turbinage est sature´e
Supposons maintenant que la contrainte de capacite´ de turbinage ne soit pas respecte´e,
ce qui ne peut survenir que si   
Par exemple, sur la Figure 6 le sentier ∗ () est un sentier solution du programme
(P.2) qui viole la contrainte de turbinage initialement mais respecte la contrainte (17) 
()  0  ∈ [0∆) et respecte ou non la contrainte (18) selon que A= (∆2) =B est
infe´rieur ou supe´rieur a` .
Figure 6 ici
Si ∗1 (0)   le sentier ∗1 () illustre´ a` la Figure 3.serait une solution du programme
(P.2) qui initialement ne respecte ni la contrainte de capacite´ de turbinage ni celle
de non-ne´gativite´ du stock d’eau et qui respecte ou non la condition (18) selon que
A= (∆2) =B1+B2 est infe´rieur ou supe´rieur a` . Mais, apre`s correction pour prise
en compte de la seule condition (17)  le sentier ∗2 () de la Figure 4a qui en re´sulte ne
peut violer la contrainte de turbinage que si    Enfin, le sentier ∗3 () de la Figure
5a qui respecte les conditions (17) et (18) ne peut violer la contrainte de turbinage que
si   
Notons que sous l’hypothe`se ge´ne´rale    ≡ ∆ et l’hypothe`se particulie`re  =
∆2 de la pre´sente section, alors   2
4.3.1 Seule la contrainte de turbinage est sature´e a` l’optimum
Lorsque la capacite´ de turbinage est sature´e, elle l’est sur un intervalle initial
£
0 4
¢

0  4  ∆ puisqu’en l’absence de prise en compte de la contrainte le sentier de con-
sommation serait soit constamment de´croissant (Figures 3 et 6), soit constant puis
de´croissant.
Notons  le prix qui justifie la consommation ,  () = , et non pas la consomma-
tion  comme aux sous-sections pre´ce´dentes. Soit ∗4 () le sentier de prix qui soutient
∗4 (). Alors, pour autant que la capacite´ des re´servoirs soit suffisante, ces sentiers sont
de la forme:
∗4 () =
(
 0 ≤   4
(−4) 4 ≤   ∆ et 
∗
4 () =  (∗4 ())  0 ≤   ∆
ou` 4 est de´termine´e par la condition d’e´puisement des apports:
4 +
Z ∆
4

³
(−4)
´
 =  (= ∆2)  (25)
Les Figures 7 et 8 illustrent les deux types de solution possibles, selon que la con-
trainte de turbinage n’est active qu’au cours de la saison humide ou est active aussi sur
une partie de la saison se`che respectivement.
Figure 7 ici
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Quelle que soit la dure´e de la pe´riode
£
0 4
¢
pendant laquelle la production d’e´lectricite´
est contrainte, le stock  () est positif et puisque la contrainte  () ≤  n’est pas non
plus sature´e, alors () = () = 0 La re`gle de Hotelling doit pre´valoir sur la totalite´
du cycle. Le sentier de valeur de l’eau (∗) doit donc eˆtre de la forme:
(∗) = (−4) 0 ≤   ∆ (26)
Pour obtenir le prix de l’e´lectricite´, il faut ajouter a` ce prix de l’eau le couˆt marginal
de la contrainte de turbinage lorsqu’elle est sature´e, a` savoir ∗() de´termine´ par la
condition de premier ordre (5):
∗() = 
0
()− (∗) =
h
1− (−4)
i
  ∈ £0 4¢ (27)
On obtient bien ainsi (∗) + ∗() = 
On peut remarquer que plus la capacite´ de turbinage  est e´leve´e, plus faible est le
couˆt d’usage des turbines puisque  = 0() de´croˆıt en 
Figure 8 ici
4.3.2 Les deux contraintes, de turbinage et de stockage, sont actives.
Plus la contrainte de turbinage est se´ve`re, plus longue est la pe´riode pendant laquelle
la contrainte est active. On de´duit en effet de la diffe´rentiation de (25) que:
4
 =
4 + 
R∆
4

 
(−4)

R∆
4

 
(−4)
 0 (28)
Ceci implique que le niveau maximum du stock mis en re´serve augmente lorsque la
capacite´ de turbinage diminue. Le point est illustre´ a` la Figure 9 pour le cas ou` 4  ∆2.
Sur cette figure   0 repre´sente une variation hypothe´tique de 4 conse´cutive a` la baisse,
  0 de la capacite´ de turbinage telle que, a` partir de 4+ le nouveau sentier optimal
de consommation est confondu avec l’ancien. Le long d’un tel sentier, le stock accumule´
a` la date ∆2 augmenterait alors que la consommation cumule´e poste´rieure a` ∆2 ne
changerait pas. Or, pour la capacite´  ces deux stocks sont e´gaux. Avec la trajectoire
hypothe´tique que nous examinons, une partie des apports serait donc gaspille´e. Il en
serait de meˆme pour toute variation 4  . On conclut que 4   ainsi qu’illustre´ a`
la Figure 9, ce qui implique que la consommation cumule´e entre ∆2 et ∆ augmente et
donc aussi le stock constitue´ a` la date ∆2
Figure 9 ici
Ceci sugge`re qu’il ne faut pas exclure a priori que la contrainte de turbinage induise
une saturation de la capacite´ de stockage.
20
Le cas illustre´ a` la Figure 10 est celui dans lequel 4  ∆2. La Figure 10 pre´sente des
similarite´s avec la Figure 5. Le sentier qui serait optimal en l’absence de contrainte de
stockage est trace´ en pointille´s. La contrainte de stockage a pour effet un allongement de
la pe´riode ou` les pre´le`vements sont au plafond de turbinage. Le sentier de consommation
fait un saut vers le bas en  = ∆2 et le sentier de prix un saut vers le haut.
Figure 10 ici
Le cas illustre´ a` la Figure 11 est celui dans lequel 4  ∆2. En l’absence de proble`me
de stockage le stock maximum serait le stock  (∆2) = ( − )∆2 =  − ∆2 et la
pe´riode de production au plafond de turbinage s’e´tendrait jusqu’a` la date 4+    0
Les sentiers qui seraient optimaux sont trace´s en pointille´s. Puisque  (∆2)   et
la consommation optimale ∗4 () (trace´e en trait plein) est e´gale a`  entre 0 et ∆2
alors la partie des apports e´gale a` − ¡ + ∆2¢ doit eˆtre relaˆche´e sans eˆtre turbine´e:
∗ () =  − ¡ + 2∆¢  0 et ∗ () = 0 0 ≤   ∆2 , d’ou` ∗ () = 0 d’apre`s (6). Il
en re´sulte que la consommation cumule´e au cours de la saison se`che est infe´rieure a` ce
qu’elle aurait e´te´ sans la contrainte de capacite´ des re´servoirs. Cette baisse est obtenue
par une re´duction  de la pe´riode au plafond de turbinage, contrairement au cas de la
Figure 9, et une re´duction de la consommation a` toute date poste´rieure a` 4.
Figure 11 ici
Les sentiers de prix de l’e´lectricite´ et de l’eau sont les suivants:
∗4 () =
(
 0 ≤   4
(−4) 4 ≤   ∆ et 
∗ () = 0 0 ≤   ∆
de sorte que les conditions (7)-(9) sont bien satisfaites pour ∗ () = 0 = ∗ ()  seules
valeurs possibles de ces multiplicateurs puisque  ()  0 0 ≤   ∆ et  ()   cette
dernie`re ine´galite´ en tout , ∆2 excepte´.
Soit ∗ () le couˆt marginal de la contrainte de stockage, de´fini comme le couˆt unitaire
de maintien de l’eau en re´servoir jusqu’a` la date , ∆2 ≤   ∆ e´che´ant a` la dite date,
quel que soit l’instant 0  ∆2 auquel elle a e´te´ mise en re´serve:
∗ () =
(
0 0 ≤   ∆2h
1− (∆2−4)
i
(−∆2) ∆2 ≤   ∆
Soit ∗ () le couˆt marginal de la contrainte de turbinage:
∗ () =
½
 0 ≤   4
0 4    ∆
Pour obtenir le prix de l’e´lectricite´ ∗4 () il faut ajouter a` la valeur marginale de l’eau
∗ () le couˆt de la contrainte qui a` l’instant  est la plus se´ve`re, donc la plus couˆteuse
a` la marge:
∗4 () = max
©
∗ ()  ∗ ()
ª
 0    ∆
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Dans la situation illustre´e a` la Figure 11, la contrainte de capacite´ de turbinage est
si forte que la discontinuite´ du prix de l’e´lectricite´ que pourrait causer la saturation des
capacite´s de stockage est efface´e, contrairement au cas illustre´ a` la Figure 10.
4.4 La consommation est sature´e
Nous avons remarque´ a` la sous-section 3.4 que, sous l’hypothe`se   e, la consomma-
tion ne peut eˆtre sature´e que si les transferts intertemporels sont bloque´s parce qu’une
contrainte est active. Une telle situation est possible ici lorsque d’une part la consom-
mation de saturation est infe´rieure aux apports de la saison humide et a` la capacite´ de
turbinage, e  min { } et d’autre part la capacite´ des re´servoirs  est insuffisante.
Une situation de ce type est illustre´e a` la Figure 12. On notera que sous l’hypothe`se
ge´ne´rale   e = e∆ et l’hypothe`se particulie`re de la pre´sente section  = ∆2 alorse  2.
Figure 12 ici
Sur la Figure 12 la surface ( − e)∆2 repre´sente la partie des apports qui pourrait
eˆtre stocke´e tout en saturant la consommation de la saison humide a` condition que la
capacite´ des re´servoirs soit suffisante. Mais elle ne l’est pas:   ( − e)∆2 Le sentier
optimal de consommation est le sentier ∗5 () = (∗5 ()) ou` ∗5 () est le sentier suivant:
∗5 () =
½
0  0 ≤   ∆2
∗ (∆2) (−∆2) ∆2 ≤   ∆ et
Z ∆
∆2

³
∗ (∆2) (−∆2)
´
 = 
La partie ( − e)∆2 −  des apports de la saison humide doit donc eˆtre relaˆche´e
sans eˆtre turbine´e. Cependant le profil pre´cis des laˆchures et/ou de la constitution du
stock  est inde´termine´. Tout sentier ∗()  ∈ [0∆2) tel que:
0 ≤ ∗() ≤  − e et Z ∆2
0
( − ∗()) = 
est un sentier optimal.
5 Stocker pour faciliter les variations de consommation
Lorsque les apports varient peu au cours du temps et que, au contraire, les besoins
fluctuent fortement, le stockage permet une modulation des consommations plus en
accord avec ces fluctuations que ce qu’euˆt permis la consommation des seuls apports au
fil de leur arrive´e. Un exemple de ce type de situation est celui dans lequel les apports
sont constants au cours du temps et les besoins sont plus intenses au cours de la seconde
moitie´ du cycle qu’au cours de la premie`re.
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Supposons que
() =   ∈ [0∆)
(() ) =
½
1 (())  0 ≤   ∆2
2 (())  ∆2 ≤   ∆e1  e2 1 ()  2 () et 01 ()  02 ()   ∈ (0 e2)
ou` e   = 1 2 est la consommation de saturation de la saison .
Soit  () la fonction de demande instantane´e de la saison . Alors, pour tout prix
auquel la demande de la saison 2 est positive, celle-ci est supe´rieure a` la demande de la
saison 1:
∀ ≥ 0 : 2 ()  0 =⇒ 1 ()  2 () 
Pour simplifier on suppose que les apports sont infe´rieurs aux consommations de
saturation de chaque saison :   e   = 1 2 On note  le prix auquel la demande de
la saison  absorbe la totalite´ des apports instantane´s: 
¡

¢
=   = 1 2 Il est clair
que 1  2. Supposons que la solution du programme (P.2), ou` ici  = ∆ ne sature
pas la contrainte de turbinage. Notons ∗() = ∗0  ∈ [0∆) le sentier de prix de
l’e´lectricite´ ou valeur de l’eau de cette solution, ∗1()  ∈ [0∆2) et ∗2()  ∈ [∆2∆)
les consommations correspondantes. Sous l’hypothe`se de non saturation de la capacite´
de turbinage, ∗ () est de la forme:
∗1() = 

1
¡
∗0
¢
  ∈ [0∆2) et ∗2() = 2
¡
∗0
¢
  ∈ [∆2∆)
Chaque fonction ∗ () est de´croissante et, sous l’hypothe`se de rarete´ de la ressource,
la totalite´ des apports est consomme´e:Z ∆2
0
∗1()+
Z ∆
∆2
∗2() =  (29)
Un cas dans lequel les deux conditions (17) et (18) seraient satisfaites est illustre´ a`
la Figure 13 ou` la surface A, le stock constitue´ a` la saison 1, est infe´rieur a`  et e´gale
a` la surface B, l’exce´dent des consommations sur les apports de la saison 2. Le stock
d’eau est positif a` chaque instant du cycle. En l’absence de possibilite´s de stockage la
consommation serait en permanence e´gale a` . Le stockage permet une modulation des
consommations mieux adapte´es aux besoins.
Figure 13 ici
Nous montrons maintenant qu’apparaissent de nouvelles possibilite´s de non-respect
de la condition (17) de non-ne´gativite´ du stock d’eau sur lesquelles nous concentrons
l’analyse.
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5.1 Sentiers optimaux et contrainte de non ne´gativite´ du stock d’eau
Avec des apports constants et des besoins saisonniers, la solution du programme (P.2)
peut violer la condition (17) en de´but du cycle comme a` la section pre´ce´dente, mais aussi
en fin de cycle. Trois types de situations sont susceptibles d’apparaitre: non respect
uniquement en fin de cycle, non respect en de´but et en fin de cycle, et meˆme non-respect
sur la totalite´ du cycle excepte´ aux dates extreˆmes  = 0 et  = ∆. Ce dernier cas est
illustre´ sur la Figure 14.
Figure 14 ici
Sur la Figure 14 il existe deux phases au cours desquelles les apports sont supe´rieurs
aux consommations, la phase (1∆2) au cours de laquelle la somme des exce´dents
est la surface 1 et la phase (2∆) pendant laquelle cette somme est e´gale a` 2. Il
existe aussi deux phases au cours desquelles les consommations sont supe´rieures aux
apports, la phase (0 1) pendant laquelle la somme des exce´dents s’e´le`ve a` 1 et la
phase (∆2 2) pendant laquelle elle s’e´le`ve a` 2. Sur l’ensemble du cycle, le stockage
1 +2 est e´gal au de´stockage 1 +2 de sorte que  (0) = 0 =  (∆). Mais en 1 et
2 le stock atteint un minimum ne´gatif. Il atteint un maximum local en  = ∆2 Ce
maximum est positif et global si 1  1 Il est ne´gatif et local si 1  1 comme
illustre´ a` la Figure 14 et alors le stock est ne´gatif sur la totalite´ du cycle, sauf en 0 et
∆.
5.1.1 Ne´cessite´ du stockage et types de sentiers admissibles a` l’optimalite´
Puisque nous avons suppose´ que la saison 2 est la saison ou` la demande est la plus
forte (1

= 01 ()  
0
2 ()

= 2), l’optimalite´ requiert un certain stockage. En effet le
transfert d’une partie   0 des apports d’une date 1 de la saison 1 pour consommation
a` une date 2 du de´but de la pe´riode 2 permet d’accroitre la somme des surplus actualise´s
d’un montant approximativement e´gal a`  (2 − 1) −(2−1) (en valeur a` la date 1),
montant positif pourvu que  soit suffisamment petit et que le taux de l’inte´reˆt, qui
mesure l’impatience, ne soit pas infini.
Sachant qu’il faut stocker puis de´stocker et qu’il faut partir d’un stock nul en de´but
de cycle, pour que la condition de non-ne´gativite´ (17) soit satisfaite il est d’abord
necessaire que la consommation ne soit pas supe´rieure a`  au de´but de la saison 1 pour
annuler 1 dans la Figure 14. Mais a` supposer que 1 soit nul et 1 positif, il faut
alors que 2 soit nul pour que le stock ne soit pas positif en fin de cycle, ce qui impose
que la consommation ne soit pas infe´rieure a`  dans la dernie`re partie de la saison 2.
En l’absence de contrainte de capacite´ de stockage et de turbinage, ce qu’on sup-
posera dans cette sous-section, les seuls sentiers de prix admissibles sont donc les quatre
sentiers de la Figure 15 le long desquels, lorsque le prix est croissant, il croˆıt au taux
proportionnel instantane´ .
Figure 15 ici
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Le sentier de type I est celui pour lequel la solution de (P.2) ve´rifie la condition (17)
et e´puise le stock en fin de cycle C’est le type de sentier de prix qui soutient le sentier
de consommation de la Figure 13 : le stock est positif sur la totalite´ du cycle (0∆)
et la re`gle de Hotelling s’applique en permanence au cours du cycle. Les autres types
sont ceux pour lesquels la solution de (P.2) violerait la condition (17) et/ou laisserait
un stock d’eau positif en ∆ :
• pour le type II, la solution de (P.2) violerait (17) au de´but de la saison 1. La
contrainte de non ne´gativite´ du stock est donc active au de´but de la saison de
faible demande;
• pour le type III, la poursuite du sentier de consommation solution de (P.2) con-
duirait a` consommer moins que les apports et engendrerait un stock positif en fin
de saison de forte demande. La trajectoire descendante doit donc eˆtre tronque´e a`
∗2() =  en fin de cycle et le stock est vide avant meˆme la date ∆;
• enfin, le type IV cumule les caracte´ristiques des types II et III.
Montrons que chacun de ces types de sentiers ne peut apparaitre comme sentier
optimal que sous certaines conditions relatives a` l’e´cart des prix 2 − 1 et au taux de
l’inte´reˆt .
5.1.2 De´termination du sentier optimal
Soit Γ le de´lai ne´cessaire pour que le prix () atteigne le niveau 2 en partant du niveau
1 et croissant au taux :
2 = 1Γ =⇒ Γ = 1 ln
µ
2
1
¶
=
1
 [ln 2 − ln 1] 
Ce de´lai est le de´lai de transition de 1 a` 2 le long du sentier de prix qui respecte la
re`gle de Hotelling lors de la transition. Plusieurs cas se pre´sentent selon que le de´lai est
bref (Γ  ∆2), mode´re´ (∆2  Γ  ∆), ou long (∆  Γ); de fac¸on e´quivalente, selon
que la socie´te´ est impatiente (  2 ln
³21´ ∆), mode´re´ment patiente (ln³21´ ∆ 
  2 ln
³21´ ∆), ou patiente (  ln³21´ ∆); de fac¸on e´quivalente encore, selon
que la diffe´rence d’intensite´ des besoins (repre´sente´e par la diffe´rence entre dispositions
a` payer pour la consommation du flux instantane´  = 
0
 () quand la demande est
faible,  = 1 et quand la demande est forte,  = 2) est faible (21  ∆2), mode´re´e
(∆2  21  ∆), ou importante (∆  21).
Cas Γ  ∆2 : La socie´te´ est impatiente Dans ce cas, l’impatience pousse a` aug-
menter les consommations pre´sentes au de´triment des consommations futures et va a`
l’encontre de la structure des pre´fe´rences instantane´es qui valorise plus les consomma-
tions futures. Le sentier optimal est du type IV dans la Figure 13. Le sentier optimal
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de prix est le sentier
∗ () =
⎧
⎨
⎩
1 si 0 ≤   1
1(−1) si 1 ≤   1 + Γ
2 si 1 + Γ ≤   ∆
ou` 1
¡
1  1  ∆2
¢
est l’unique solution de l’e´quation d’e´galite´ du stockage et du
de´stockage: Z ∆2

h
 − 1
³
1(−)
´i
 =
Z +Γ
∆2
h
2
³
1(−)
´
− 
i
 (30)
Plus la pre´fe´rence pour le pre´sent est forte, plus l’e´cart entre les consommations des
deux pe´riodes est re´duit graˆce a` la consommation imme´diate des apports du de´but de la
saison 1. Ge´ome´triquement, cela se traduit par un allongement du plateau initial de la
phase 1 et du plateau final de la phase 2 des sentiers du type IV. Ce n’est qu’a` l’approche
de la ce´sure, pour des dates de la premie`re et de la deuxie`me pe´riodes tellement proches
que la pre´fe´rence pour le pre´sent perd de sa force, que le diffe´rentiel des pre´fe´rences
reprend le roˆle principal et pousse a` re´duire la consommation pre´sente pour augmenter
celle du de´but de la deuxie`me pe´riode. Cette pe´riode de stockage-de´stockage est d’autant
plus courte (la pente de la courbe de prix est d’autant plus forte) que l’impatience de
la socie´te´ est forte.
Cas ∆  Γ : La socie´te´ est tre`s patiente La patience de la socie´te´ amplifie le
diffe´rentiel d’intensite´ des pre´fe´rences en faveur de la seconde pe´riode. Dans ce cas, la
transition du prix 1 au prix 2 est tre`s lente et exige donc un de´lai Γ plus long que
la dure´e du cycle naturel ∆ Les quantite´s consomme´es et le prix sont du type I, avec
e´ventuellement un troncage soit en de´but, soit en fin de cycle, mais pas aux deux (Les
trajectoires de type IV sont exclues puisqu’elles ne´cessitent Γ  ∆2).
Un cas particulier limite est celui d’une absence totale de pre´fe´rence pour le pre´sent,
 = 0. Le prix de la ressource suit donc une trajectoire constante ∗ (1  ∗  2) au
cours du cycle et les quantite´s consomme´es sont constantes pendant chacune des deux
parties du cycle, plus faibles a` la saison 1 qu’a` la saison 2. C’est un sentier de type
I avec une courbe de prix horizontale et deux courbes de consommation horizontales
∗1  ∗2. La solution est entie`rement caracte´rise´e par
 − 1 (∗) = 2 (∗)− 
∗ = 01 (∗1) = 02 (∗2)
comme dans un mode`le discret a` deux pe´riodes27 ou` le stock a` re´partir serait e´gal a` 2.
Cas ∆2  Γ  ∆ : La socie´te´ est mode´re´ment patiente Dans ce cas in-
terme´diaire, les sentiers optimaux peuvent eˆtre de n’importe lequel des types pre´ce´dents,
sauf du type I car le taux d’inte´reˆt est trop e´leve´ pour que le de´lai de passage du prix
1 au prix 2 en suivant le sentier de Hotelling soit supe´rieur a` la dure´e ∆ du cycle.
27Voir Crampes et Moreaux (2016).
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5.2 Sentiers optimaux et autres contraintes
Montrons maintenant comment ce nouveau type de pe´riode au cours de laquelle la
contrainte de non ne´gativite´ du stock est active peut se combiner avec des pe´riodes au
cours desquelles les autres contraintes, capacite´ de stockage et capacite´ de turbinage,
sont e´galement actives. A priori il est possible que chaque contrainte soit active en meˆme
temps que l’une des deux autres ou les deux simultane´ment. Un exemple de situation
dans laquelle les trois contraintes sont actives au cours du cycle est illustre´ a` la Figure
16. 28
Figure 16 ici
Sur la Figure 16 les prix    = 1 2 sont les prix auxquels est demande´e une
quantite´ d’e´lectricite´ e´gale a` la capacite´ de turbinage:  = 
0
 ()    = 1 2 Le
sentier illustre´ n’est possible que si d’une part    et, d’autre part, e´tant donne´s  et
 la distance entre les fonctions de surplus marginal 01 () et 
0
2 () est suffisamment
importante pour que 1  2 (cf. Figure 17).
Figure 17 ici
Le sentier de la Figure 16 est un sentier le long duquel:
a) au cours de la saison 1, la demande potentielle, la plus faible des deux saisons,
est cependant suffisamment forte pour qu’il soit initialement ne´cessaire de consommer
sur l’intervalle [0 1] la totalite´ des apports a` chaque instant, la contrainte (17) de non-
ne´gativite´ du stock e´tant alors active, et simultane´ment la demande forte de la saison
2 est suffisamment intense pour que le montant du stock a` accumuler sur l’intervalle
[1∆2] soit bloque´ par la contrainte (18) de capacite´ des re´servoirs;
b) au cours de la saison 2, la demande potentielle est suffisamment e´leve´e pour
qu’en de´but de saison la consommation soit supe´rieure aux apports sur l’intervalle
[∆2 3] et bloque´e initialement par la capacite´ de turbinage sur l’intervalle [∆2 2] 
2  3 A la date 3  ∆ le stock est e´puise´:  (3) = 0 Sur l’intervalle [3∆] il ne
serait pas optimal de constituer un nouveau stock pour transfe´rer de l’e´lectricite´ d’une
date a` une date ulte´rieure puisque l’utilite´ marginale est de´croissante. Donc lors de la
dernie`re phase du cycle [3∆] la consommation est e´gale aux apports et la condition
(17) est sature´e.
On notera que la condition ne´cessaire d’existence d’une telle trajectoire optimale,
la condition    qui suppose une capacite´ de turbinage supe´rieure au flux constant
des apports, n’est pas l’indice d’une capacite´ de turbinage trop largement dimensionne´e
puisqu’elle est sature´e au cours du cycle. Au demeurant, sans elle il ne serait pas possible
de moduler la production d’e´lectricite´ pour mieux l’adapter aux besoins.
La date 1 est de´termine´e par la condition de saturation de la capacite´ de stockage
a` la saison 1: Z ∆2
1
h
 − 1
³
1(−1)
´i
 = 
28Un recensement de toutes les situations possibles est disponible sur demande aux auteurs.
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Les dates 2 et 3 sont simultane´ment de´termine´es par les deux conditions d’e´puisement
du stock entre ∆2 et 3 au cours de la saison 2 et la condition de continuite´ du prix
de l’e´lectricite´ a` la date 3 :
[2 −∆2]  (2 ) + R 32  ¡2 (−2)¢  =  + [3 −∆2] 
2 (3−2) = 2
Le prix de l’e´lectricite´ et la valeur de l’eau sont confondus excepte´s sur l’intervalle
[∆2 2] pendant lequel la contrainte de turbinage est active. Les conditions ne´cessaires
d’optimalite´ (5)− (8) sont satisfaites pour les valeurs suivantes des multiplicateurs:
au cours de la saison 1:
∗ () = ∗ ()
½
1 0 ≤   1
1(−1) 1 ≤   ∆2  
∗ () =
½
 0 ≤   1
0 1 ≤   ∆2 (31)
∗ () = 0 ∗ () = 0 ∗ () = 0 
∗ () = ∗ ()  0 ≤   ∆2
au cours de la saison 2:
∗ () =
½
2 (−2) ∆2 ≤   3
2 3 ≤   ∆  
∗ () =
½
2  ∆2 ≤   2
∗ ()  2 ≤   ∆
(32)
∗ () =
½
0 ∆2 ≤   3
2 3 ≤   ∆  
∗ () = 0 ∆2 ≤   3 (33)
∗ () =
½
2
£
1− (−2)¤  ∆2 ≤   2
0 2 ≤   ∆  
∗
 () = 0 
∗ () = ∗ () ∆2 ≤   ∆
(34)
A la date ∆2 valeur de l’eau et prix de l’e´lectricite´ font tous deux un saut vers
le haut mais le saut de la valeur de l’eau 2 (∆2−2) − 1(∆2−1) correspondant a`
la saturation de la contrainte de capacite´ de stockage, est infe´rieur au saut du prix de
l’e´lectricite´, 2 − 1(∆2−2), qui inclut de plus le saut du multiplicateur  associe´ a`
la saturation de la capacite´ de turbinage qui devient active a` cette date.
Le long du sentier, aucun arbitrage n’est possible, en particulier les apports de
l’intervalle (3∆) qui seraient mieux valorise´s sur l’intervalle (2 3)  2 (−2) 
2 3 ≤   ∆ ne peuvent pas eˆtre transfe´re´s car la contrainte () ≥ 0 est active
entre 3 et ∆.
6 Couˆts des contraintes et dimensionnement optimal des
installations
Le mode`le pre´sente´ dans les sections pre´ce´dentes de´crit soit ce que doit eˆtre la gestion op-
timale d’installations en place, soit ce que devrait eˆtre la gestion optimale d’installations
projete´es. Dans ce dernier cas les multiplicateurs associe´s aux contraintes de capacite´ de
la retenue et de capacite´ de turbinage fournissent une partie de l’information ne´cessaire
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a` la de´termination du dimensionnement optimal des dites installations. L’autre partie
est donne´e par les couˆts maginaux d’accroissement des capacite´s en question.
Conside´rons d’abord le cas dans lequel la contrainte de capacite´ de la retenue est
bloquante a` la date ∆2 dans l’un ou l’autre exemple des sections 4 et 5. Soit ∗ la
valeur courante a` cette date du multiplicateur associe´ a` la contrainte et ∗0 sa valeur en
de´but de pe´riode, ∗0 = ∗−∆2 Un accroissement   0 de la capacite´ du re´servoir
permet d’amplifier d’un meˆme montant  a` chaque pe´riode les transferts d’eau de
la premie`re saison [0∆2) a` la seconde [∆2∆).Puisque ∗0 est l’e´cart de valeur en-
tre l’eau disponible pendant la premie`re saison et celle disponible pendant la seconde,
l’accroissement de la valeur de la somme des surplus nets actualise´s s’e´le`ve a` ∗0 (en
valeur de´but de pe´riode).
Soit  = −∆ le facteur d’escompte inter-pe´riodes et  + 1 le nombre de pe´riodes
pendant lesquelles le barrage devrait eˆtre exploite´. La valeur capitalise´e de  au de´but
de la premie`re pe´riode d’exploitation du barrage s’e´le`ve alors a` 
¡

¢
= ∗0
P
=0 
La capacite´ de la retenue doit donc eˆtre revue a` la hausse si le couˆt de l’accroissement
 envisage´ est, en valeur a` la meˆme date, infe´rieur a` 
¡

¢
.2930
Conside´rons maintenant le cas dans lequel la contrainte de capacite´ de turbinage est
active. Prenons pour exemple la situation illustre´e a` la Figure 16, situation dans laquelle
la contrainte de turbinage est active sur l’intervalle [∆2 2) Au cours de cette phase,
la valeur courante du multiplicateur associe´ a` la contrainte, ∗ ()  est de´croissante et
s’annule en 2 (cf. eq (34))
Un accroissement   0 de la capacite´ de turbinage parmet donc d’accroitre la
somme des surplus nets actualise´s de chaque pe´riode d’un montant 
R 2
∆2 ∗ () −,
en valeur de´but de pe´riode. La valeur capitalise´e de  au de´but de la premie`re pe´riode
d’exploitation des installations s’e´le`ve alors a`  () = 
hR 2
∆2 ∗ () −
iP
=0 
lorsque les installations doivent eˆtre exploite´es pendant  + 1 pe´riodes.31 Selon que le
couˆt de  e´value´ a` la meˆme date que  () est infe´rieur ou supe´rieur a`  () la
capacite´ de turbinage doit eˆtre ou non plus largement dimensionne´e.
Il est clair que ces comparaisons de´terminent les dimensions optimales des e´quipements
... s’il est profitable de les construire. Il reste a` comparer la somme des surplus nets
actualise´s aux couˆts fixes pour savoir s’il faut les construire ou non.
7 Conclusion
En introduisant des apports en eau exoge`nes dans un mode`le de gestion optimale d’un
re´servoir, nous avons de´montre´ que la re`gle de Hotelling, re`gle d’arbitrage entre utili-
sations concurrentes a` diffe´rentes dates d’un stock de ressource rare, ne de´pend pas du
29Pour une valle´e donne´e, la topographie et la ge´ologie d’une part et les techniques de construction
disponibles d’autre part fixent une limite supe´rieure a` la capacite´ des retenues re´alisables. Pour cette
capacite´ limite on peut toujours poser que le couˆt marginal de  est infini.
30Pour eˆtre complet, il faudrait tenir compte du devenir du site a` l’issue de ces  + 1 pe´riodes
d’exploitation.
31Il est clair qu’il y a un proble`me de concordance des dure´es de vie des retenues et des capacite´s de
turbinage.
29
fait que ce stock soit en phase de remplissage ou de vidage. Mais, pour que la re`gle soit
satisfaite, il est ne´cessaire que la gestion optimale de la ressource ne bute pas sur une
contrainte de stock, qu’il s’agisse du seuil maximum ou du seuil minimum a` respecter
pour l’eau place´e en re´serve. Hors de ces contraintes, la valeur de l’eau stocke´e croˆıt donc
au taux de l’inte´reˆt. Il peut cependant exister des discontinuite´s dans la trajectoire de
la valeur de l’eau au passage de certains seuils, par exemple si l’alternance entre saisons
humide et se`che ou l’alternance entre pe´riodes de faible demande et de forte demande
est discontinue.
Dans l’industrie hydroe´lectrique, la ressource en eau est transforme´e en e´lectricite´
en passant par les installations de turbinage. La relation entre valeur de l’eau et valeur
de l’e´lectricite´ qui en est tire´e de´pend donc des contraintes en capacite´s de production.
L’eau stocke´e permet de re´soudre le de´phasage entre les apports naturels irre´guliers en
eau et les besoins tre`s variables dans le temps des consommateurs d’e´lectricite´. Mais
le lissage de ces deux types d’irre´gularite´s est contraint par les capacite´s de stockage
limite´es des re´servoirs et les capacite´s limite´es de transformation de la force de gravite´
de l’eau en e´lectricite´ produite par les ge´ne´rateurs e´lectriques associe´s.
Plusieurs types d’extension sont possibles a` partir du mode`le de base de´veloppe´ ici.
D’abord, l’eau a des usages multiples, mutuellement exclusifs ou non, tels que production
d’e´nergie, irrigation, alimentation et usage re´cre´atif. Les laˆchures, turbine´es ou non,
ont donc une valeur e´conomique qui peut eˆtre traite´e soit sous la forme d’une valeur
de marche´ endoge`ne si la ressource est mise en concurrence entre les divers usagers,
soit sous la forme de contraintes supple´mentaires impose´es dans un cahier des charges.
Dans cette perspective, il faudrait aussi reconside´rer l’hypothe`se de libre disposition qui
permet de satisfaire la consommation d’e´lectricite´ sans exce´der le niveau de saturation
et de se de´barrasser des exce´dents de ressource sans dommage pour les usagers situe´s
en aval.
Une deuxie`me extension pourrait concerner la forme de la fonction d’objectif. La
plupart des installations hydroe´lectriques sont inte´gre´es dans un vaste syste`me dont
elles ne repre´sentent qu’une faible part de la production. Le gain du turbinage est
donc le prix du marche´, parame`tre exoge`ne, et non l’utilite´ marginale endoge`ne de
la consommation d’e´lectricite´. En fait, il existe plusieurs marche´s (du lendemain,
d’ajustement) sur lesquels la tre`s grande flexibilite´ des installations hydroe´lectriques
permettent d’intervenir. Le caracte`re exoge`ne de la valeur de l’e´lectricite´ produite peut
eˆtre e´galement duˆ au cadre re´gulatoire qui contraint les installations hydroe´lectriques.
Enfin, une hypothe`se essentielle de notre mode`le est que les apports naturels en
eau, bien qu’irre´guliers, sont parfaitement pre´visibles. Il faudrait introduire une distri-
bution de probabilite´s des pre´cipitations propre a` chaque sous-pe´riode pour ajouter la
dimension assurancielle a` la gestion de l’esu mise en re´servoir.
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